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ABSTRACT

A shape analysis through Fourier descriptors was performed on left mandibles of
Crocidura obtained by Barn Owl pellets from peninsular Italy (Emilia and Liguria districts),
Sardinia and Sicily. Thanks to some classical analysis ( morphometrical mono- and bidi-
mensional diagrams, morphological analysis ) and to biogeographical and geneticai evi-
dences, the samples of Sardinia, the smailer specimens of Liguria and Emilia and the bigger
ones of Emilia were respectively classified, as a working hypothesis, as C russula, C. sua-
veolens and C. leucodon. The "misclassification rate" essay was very low, confirming the
reliability of the discrimination rule employed. The sicilian samples, showing an unimodal
pattern with respect to all the classical morphometrical characters examined, were then
tested against the descriptors of C. russula, C. suaveolens and C. leucodon. The specimens
were assigned to all the above species, with a quite evendistribution. On the other hand,the
hypothesis of equaiity of two mean vectors for sicilian samples with C. russula or C. sua-
veolens or C. leucodon, tested by Hotelling’s T2 test, was rejected at 1%significance level.
Owing to the fact that the above results seemed quite unexpected in the light of overall bio-
geographical knowledges on Crocidura, the "shape analysis "procedure was repeated, by
adding a new "species"” for the sicilian samples. The "misclassification rate" essay was very
encouraging in the sense of the presence, in Sicily, of a morphologicai "species”, differing
from C. russula, C. suaveolens and C. leucodon, possibly to be referred to C. sicula Miller
1901.The euristic value of such up to now first resultsis discussed.
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RIASSUNTO

L'analisi della forma e I'analisi morfometrica di esemplari di Crocidura sp. pl. con-
ducono a considerare probabile la presenza, in Sicilia, di una forma differenteda C. rus-
sula, C. suaveolens, C.leucodon, [ cui possibile coincidenzacon C. sicula Miller 1901, &
comungue ancorada discutere. Circa la Liguria occidentale é stata confermata la presen-
za di C. suaveolens .InSardegna, si conferma la presenza di unaspecie, da riferirea C. rus-
sula. In Emilia, viene avallata I'ipotesi della presenza di due specie: C. leucodon e C.
suaveolens.

Parole chiave: Crocidura, Italia, Descrittori di Fourier, Analisi discriminante.

INTRODUZIONE

La tassonomia, sistematica e corologia del genere Crocidura Wagler
1832 hanno presentato per lungo tempo alcuni problemi circa le popola-
zioni italiche e sicule. Circa la penisola italica, mentre e' stata di recente
confermata, su base genetica (Catzeflis, 1983)la presenza di C. suaveolens
(Pallas 1811) e di C. leucodon (Hermann 1780), le opinioni degli AA di-
vergonosull’assenza (Niethammer, 1962, Witte, 1964, Meylan & Hausser,
1974) 0 presenza (Van Den Brink, 1969, Corbet & Ovenden, 1980) di C.
russula (Hermann 1780), specie non accertata a livello genetico o cariolo-
gico da Catzeflis(1983), ma presente con certezza(cfr. Catzefliset al., 1985)
ai margini occidentalie settentrionali dellapenisola: e.g. Svizzeraocciden-
tale (Catzeflis, 1983) e Provenza (Catalan & Poitevin, 1981).

In Sardegna, lamaggior parte degli AA. (e.g.: Ghigi, 1917; Toschi, 1959;
Van Den Brink,1969; Corbet,1978; Corbet & Ovenden,1980) concordava-
no nel ritenere presenti C. russula (alla quale attribuivano C. ichnusae Fe-
sta 1912) e C. suaveolens compresaC. siculu sarda Cavazzal912, tenendo
conto che questi ricollegava C. siculu a C. mimula Miller 1901, oggi con-
siderata dagli AA. sinonimo di C. suaveolens.

Vesmanis (1977), nel confermare su basi morfologiche ’appartenen-
za di C. ichnusae a C. russula, non escludeva, nel 1982, la presenza, nell’i-
sola, anche di C. suaveolens. Catzeflis (1983), infine, sembra properidere
per la presenza, in Sardegna, della sola C. russula, confermandole idee di
Miller (1912) e di Niethammer (1962).

Ben piu confusa la situazione della Sicilia: Miller istituiva nel 1901 C.
caudata e C.siculu, nome gia adottato da Giglioli (1879) ma senza adegua-
tadescrizione,cosi da doversiritenere (Toschi,1959) "nomen nudum". Ghi-
gi (1917) confermava quanto sopra, attribuendo pero C. sicula a C. mimulu
(= C.suweolens).
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Toschi (1959) dava presenti, per l'isola, C. suuveolens, alla quale af-
fiancava C. russulu (comprendente C. caudata) e C. leucodon (compren-
dente C. siculaMiller). Nello stessoanno, Pasa (1959) indicava la presenza
di C. siculae, dubitativamente, di C. caudata.

Niethammer (1962) concordava sulla presenza di C. leucodon, dava
per certa C. suaveolens e per dubbia C. russula. L'edizione italiana, curata
da L. Cagnolaro, dell'opera di Van Den Brink (1969), dava presenti in Si-
cilia C. suuveolense C. russula.

Analogamente si pronunciavano Corbet & Ovenden (1980); d'altra
parte il primo, nel 1978, segnalava solo C. russula nella quale incorporava
C sicula Miller che, invece, risollevava successivamente (Corbet e Hill,
1986) al rango specifico. Vesmanis (1976 a) e Vesmanis & Vesmanis (1982
a) indicano per la Sicilia C. sicula e C. russulu (della quale considerano si-
nonimica C. caudata).

In tanta discordanza di opinioni, emerge tuttavia la generale convin-
zione che in Sicilia sia presente piu di una specie del genere; solo Giglioli
(1879), Pasa (1959) e Jenkins (1976) sembrano adombrare dubbi in pro-
posito, a favore della presenza di una sola specie.

Appare evidente I'esigenza di una approfondita revisione della situa-
zione, basata sulla verifica, in chiave cariologica e genetica, ed eventual-
mente sullaridescrizione delle varie forme gia descritte in passato, spesso,
su materiale esiguo e frammentario; sempre su basi esclusivamente mor-
fometriche e morfologiche grazie anche a caratteri rivelatisi in seguito as-
sai poco affidabili (cfr. Vesmanis et al., 1979; Vesmanis, 1985).

In attesa di cio, la disponibilita di materiale derivante da borre di 7y-
to alba (cio che garantisce una certa omogeneita campionaria), e prove-
niente da due zone critiche: la Liguria occidentale e la Sicilia, nonché dalle
aree d'ltalia e dalla Sardegna ove é stata accertata su basi cariologiche e
genetiche ( Catzeflis, 1983) la presenza, rispettivamente, di C. suuveolens
e C. leucodon e di C. russulu, ci ha suggerito un confronto morfologico e
morfometrico approfondito, per fornire uno strumento metodologico alla
diagnosi di individui anche frammentari, per portare un contributo alla di-
scussione e per stimolare nuove ricerche sull'argomento.

MATERIALE E METODI

REPERIMENTO

Tutto il materiale esaminato ( ¢fr. Benincasa-Stagni, 1987e Fig. 1)
deriva da borre di Tyto a/ba ed é conservato nella “collezione microterio-
logica di Longino Contoli" (Genoways & Schlitter, 1981; Contoli &
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Fig. 1- Localitastudiate: 1: Liguria occidentale; 2 Emilia; 3 Calatabiano (Sicilia); 4 Vendi-
cari (Sicilia);5: Tramariglio (Sardegna);6: M. Albo (Sardegna). Presenzefaunistiche accer-
tate a livello genetico: quadrati piccoli: C. leucodon; quadratisottili: C.suaveolens; quadrati
spessi: C.russula.

Studied sites: 1: Western Liguria; 2: Emilia; 3 and 4: Sicily; 5 and 6: Sardinia. Faunistic occur-
rences (genetically tested): small squares: C. leucodon; slender squares: C. suaveolens; thick
square: C. russula.
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AS.TE.RO, 1985). 11. materiale proveniente dalle borre & per solito di
uno-due ordini di grandezza piu numeroso di quello direttamente trappo-
lato; tuttavia, non sempre crani e mandibole possono essere vicendevol-
mente attribuiti; percio il numero di esemplari utilizzabili sulla base di
caratteri sia cranici che mandibolari & molto inferiore a quello totale.

MISURAZIONI CONVENZIONALI

Sono state adottate sulle mandibole sinistre e sul cranio le misurazio-
ni indicate da Vesmanis (1976 b) come: IB: 6; ZB: 7; C L 27; CH: 30;
GKBL.: 34; GKL: 36. Anche tenendo conto delle variazioni morfologiche
del Genere in Italia (Toschi, 1959; Meylan & Hausser, 1974) e delle con-
siderazioni critiche di Catalan & Poitevin (1981), al criterio morfometrico
si e affiancato quello morfologlco relativo alla presenza della forma "B"
(Vesmanis etal., 1979)di p* (Richter, 1970) e della struttura dellabase del
cranio (Chaline et al., 1974) per individuare i subcampioni riferibili a C.
suaveolens (Parmense e Liguria occidentale). Siéinoltre utilizzato a livel-
lo quantitativo uno dei criteri proposti in forma semi-qualitativa da Cata-
lan & Poitevin (1981) :il diametro delle fenestrazioni basisfenoidee.

ANALISI DELLA FORMA (vedi anche APPENDICE)

La mandibola é stata prescelta per le sue caratteristiche pit 0 meno
bidimensionali. Un campione di mandibole sinistre per ogni localita esa-
minata é stato fotografato, in norma lateralis, sempre allo stesso ingrandi-
mento, ed il contorno esterno e stato digitalizzato a mano. La porzione
alveolare e dentaria é stata esclusa, congiungendo con un segmento retti-
lineo il margine alveolare inferiore di li e il margine alveolare posteriore
di M3.

Per caratterizzare la forma di ciascunamandibola sono stati usati i de-
scrittori di Fourier, sec. Zahn & Roskies (1973) (Appendice).

La fig. 2 mostra la ricostruzione del profilo di una mandibola ottenu-
ta con 30 descrittori. La ricostruzione ottenuta con 15 descrittori & risul-
tata egualmente soddisfacente per tutte le mandibole; percio, per
caratterizzare la forma, sono stati considerati solo i primi 15 termini della
serie (3) (Appendice) e in particolare le prime 15 ampiezze.

ANALISI DISCRIMINANTE

Utilizzando le gia dette 15 ampiezze come variabili, i campioni di
mandibole sono stati riuniti in gruppi cospecifici,ipotizzandoche tali grup-
pi fossero campioni di popolazioni multinormali con la stessa matrice di
varianza-covarianza. E stato quindi considerato il problema di assegnare
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una mandibola (in base alla sua forma, ossia in base ai suoi descrittori di
Fourier) ad una delle specie.

Le tabelle mostrano i risultati che sono stati ottenuti utilizzando una
regola di discriminazione lineare basata sul metodo della massima verosi-
miglianza (date n popolazioni possibili si assegna una osservazione a quel-
la per la quale si ottiene la massima verosimiglianza, Mardia et d., 1979
pag. 309).

Per verificare I’efficacia della regola scelta, i campioni di mandibole
usati per il calcolo dei coefficenti della funzione discriminante sono stati
riclassificati in base al criterio proposto.

Lo stesso tipo di analisi & stata effettuata utilizzando come variabili le
misure 27, 30, 34 e 36.

Non si é ritenuto di aumentare oltremodo il numero di misure consi-
derate, anche perché molte tra quelle possibili non sono apparse attendi-
bili e perché i programmi adottati forniscono migliori risultati se applicati
ad un numero ridotto di misure (Hand, 1981).

CARATTERIZZAZIONE DEI CAMPIONI DI RIFERIMENTO

I1 campione sardo, risultato omogeneo anche all’analisi biometrica
convenzionale (Fig. 3 e 4), e stato attribuito alla sola specie nota in Sarde-
gna in base alle analisi genetiche di Catzeflis (1983): C. russula. 11 campio-
ne emiliano, all’analisi biometrica convenzionale, € risultato nettamente
articolato in due gruppi ( Figg. 5 e 6 ); di questi, quello a dimensioni mi-
nori & stato attribuito a C. suaveolens, quello a dimensioni maggiori a C.
leucodon, specie entrambe individuate nella regione a livello genetico da
Catzeflis (1983). La Liguria occidentale & compresa tra I’Appennino set-
tentrionale e la Francia mediterranea; in entrambe dette aree e stata se-

Tab.1 - Analisidellaforma:riclassificazione dei campionidi riferimento,per C.leucodon,
C. russula € C. suaveolens. Righe: attribuzione iniziale; Colonne: attribuzione fi-
nale.

Shape analysis: misclassification rate of C. leucodon, C .russula and C. suaveolens
reference samples. Row: initial attribution; Columns:f inal attribution.

LEUCODON SUAVEOLENS RUSSULA

LEUCODON 11 0 0
SUAVEOLENS 1 17 0
RUSSULA 1 0 22
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gnalata con metodi enzimo-genetici, C. suaveolens (Catalan & Poitevin,
1981; Catzeflis, 1983);inoltre ta continuita del popolamento di detta spe-
cie nel settore costiero in questione & ammessa da tutti gli AA. recenti
(Van Den Brink, 1969; Richter,1970; Saint Girons, 1973;Corbet & Oven-
den,1980) che pure sono molto discordi su altri punti. Pertanto, le piccole
Crocidure della Liguria occidentale sono state attribuite a C. suaveolens.

RISULTATI

DEFINIZIONE DELLA FUNZIONE DISCRIMINANTEDEI CAMPIONI DI
RIFERIMENTO E STIMA DEL "MISCLASSIFICATIONRATE".

Lariclassificazione dei campioni di riferimento (Tab. i) ha dato con-
ferma dellavalidita della classificazione proposta, nonché della sufficien-
te sensibilita del metodo rispetto al materiale di studio. In particolare, il
campione sardosi e riclassificato in gran parte come C. russula, conferman-
do quanto sostenuto da Niethammer (1962) e da Catzeflis (1983); anche
quello emiliano si & articolato quasi tutto nelle specie attese (C. Zeucodon
e C. suaveolens) secondo gli AA. recenti.

CLASSIFICAZIONEDEGLI ESEMPLARI SICULI

Le misure convenzionali (Figg. 7-12) non consentono di evidenziare
raggruppamenti distinti di individui, riferibili tentativamente ad entita dif-
ferenti; i valori si awicinano a quelli medi per il genere, coincidenti gros-
s0 modo con quelli di C. russula, come gia notato da Jenkins(1976). Si noti
che Vesmanis (1976a), nel confermare lavalidita specificadi C. sicula Mil-
ler 1901, sembra dare molto peso alla lunghezza del cranio (CBL e CIL);
purtroppo, per poter compiere tali misure & necessaria I'integrita dellasca-
tola cranicaed in particolare della sua parte posteriore, proprio quella che,
di norma, va perduta nel materiale proveniente da borre. Tuttavia, lo stes-
so A. sottolinea il valore tassonomico di altre misure: CH e CL, che sono
state da noi misurate su abbondante materiale; i due esemplari di C. sicu-
facitati da VVesmanis sembranorientrare nella distribuzione unimodale ot-
tenuta per entrambe le suddette misure, nelle varie localita studiate (cfr.
Figg. 11e 12);si noti che solo nella localita’ di Calatabiano si riscontra una
lieve plus-varianza dimensionale, al momento di difficile interpretazione,
ma sempre in forma unimodale. Comunque, per I'analisi della forma, so-
no stati utilizzati individui di quest'ultima localita, oltre a quelle di
un’altra localita (Vendicari) ben coincidente con le medie dimensiona-
li dell’isola, allo scopo di verificare eventuali differenze di attribuzione. |
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risultati ottenuti confrontando gli esemplari siculi con la funzione discri-

minante a tre specie,relativa a C. russula, C. suaveolens, C. Zeucodon, con-

durrebbero invece a dover ammettere la presenza di tutte e tre le suddette
entita in Sicilia, pur se con frequenze differenti nei due siti studiati (Tab.

2). Tuttavia, esiste un’ipotesi alternativa, che ammette la presenza, nell’i-

sola, di un‘altra entita, che per brevita chiamerémo C. ¢fr. sicula. Per veri-

ficare detta ipotesi, é stata effettuata una nuova stimadel "misclassification
rate", comprendente questa volta anche gli esemplari siculi, attribuiti ten-
tativamente a C. cfr. sicula; lariclassificazione a quattro entita' ha dato esi-
to positivo (Tab. 3), per cui l'ipotesi suddetta non puo essere accantonata
ed anzi appare, allo stato attuale, come la pi probabile. Sinoti che il meto-
do adottato non consente di attribuire individui alle specie tassonomiche,
identificate da una descrizione e da uno o pochi esemplari-tipo (nel caso,

e.g., di C. sicula, un solo esemplare); esso consente invece di calcolare una

funzione discriminante su popolazioni riferibili con ragionevole certezza

ad una data specie; di verificare l'attribuzione prowvisoria, grazie alla sti-
ma del "misclassification rate"; infine di effettuare confronti don popola-
zioni dubbie.

Pertanto nel caso della Sicilia, il metodo ci dice soltanto che sono pos-
sibili due ipotesi:

A- presenza di ben tre specie, laddove nella penisola italiana ve ne sono
probabilmente solo due e, nelle isole del mediterraneo, quasi sempre
soltanto una (il caso delle Maltesi & subjudice (Vesmanis & Vesmanis,
1982b), al pari di Creta)(*) ;peraltro, a differenza di quanto si verifica
di norma in caso di simpatria, le dimensioni delle tre specie sarebbero,
in Sicilia, assai simili tra loro.

B- presenza di un’entita distinta, sul piano morfologico e morfometrico,
dalle tre popolazioni usate per caratterizzare le specie C. suaveolens, C.
russula, C.leucodon. La seconda ipotesi puo sembrare piu plausibile. I1
test T2 di Hotelling per I'ipotesi di uguaglianza delle medie tra il cam-
pione siculo ed ognuna delle tre specie risulta non significativo ( P<
0,01).

(*) Nota aggiuntain bozze: a Pantelleria & presente una Crociduradi grandi dimensioni,
con colore e dai caratteri cranici sia (prevalentemente) da C. russula, sia da C. leuco-
don, siada C.suaveolens, sia, infine (fenestrazioni basisfenoidee a contatto conil cor-
pomediale dell'osso), peculiari;questaforma, giasegnalatada Contoli& Amori(Acta
Theriol., 31, 2 6 343-347), alla luce anche del nuovo materiale fornito da M. Sara, &
ritenuta da uno di noi (Contoli) una nuova entita Crociduracossyrensis (Contoli, in
corso di pubblicazione).
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Tab. 2 - Analisi dellaforma: classificazione dei campionisicilianiin base aii‘ipotesi a 3 spe-
cie (C.leucodon, C.russula e C. suaveoiens).
Shape analysis: classification o sicilian samples, according to the "3species" hypo-
thesis.

LEUCODON SUAVEOLENS  RUSSULA

VENDICAR1
CALATABIANO

w ©
©
N

Tab.3 - Analisideiiaforma:riclassificazione dei campioni di riferimento, per C. Zeucodon,
C.russula C.suaveolens e C. cfr. sicula.
Shape analysis: misclassification rate of C. leucodon, C. russulaC.suaveolens and
C. cfr. siculareference samples.

LEUCODON SUAVEOLENS  RUSSULA Cfr. SICULA

LEUCODON 8 0 1 2
SUAVEOLENS 0 18 0 0
RUSSULA 4 0 17 2
Cfr. SICULA 2 1 0 4

Quanto cio implichi un'ulteriore conferma della validita di C. siculu
Miiier 1901, la cui descrizione appare alquanto insoddisfacente (si consi-
deri, tra I'altro, che il Miller descriveva, contemporaneamente e sempre
della Sicilia, C. caudata, mentre nella nostra ipotesi (B) vi sarebbe in Sici-
liauna sola specie di Crocidura),o non piuttosto un ritorno alle idee di Gi-
glioli (1879), e, in parte, di Pasa (1959), costituisce del caso argomento da
affrontare alla luce di nuovi dati, ottenuti anche con tecniche enzimogene-
tiche e cariologiche.

ANALISI DISCRIMINANTEMORFOMETRICA

Circa il materiale di riferimento, quest'analisi conferma in pieno i ri-
sultati dell'analisi della forma (Tab. 4). Circa l'ipotesi della presenza, in Si-
cilia, della sola C. sicula, vi & pure una buona concordanza con le attese,
salvo che alcuni esemplari siciliani si attribuiscono a C. russula e C. sua-
veolens (Tab. 5); cio puo forse essere spiegato con I'ambito piuttosto alto
di variabilita dimensionale riscontrato. Si noti, comunque (Tab. 6-9), che
i gia pochi casi contrastanti con le attese rispetto all'analisi della forma,
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Tab.4 . Analisi morfometrica:cfr. tab. 1.
Morphometrical analysis: see tab. | .

LEUCODON SUAVEOLENS  RUSSULA

LEUCODON 11 0 0
SUAVEOLENS 1 17 0
RUSSULA 1 0 22

Tab.5 - Analisi morfometrica:cfr. tab. 3.
Moiphometncal analysis: see tab. 3.

LEUCODON SUAVEOLENS  RUSSULA Cfr. SICULA

LEUCODON 11 0 0 0
SUAVEOLENS 1 16 0 1
RUSSULA 0 0 21 2
Cfr. SICULA 0 9 5 29

non lo sono per le dimensioni, e viceversa, salvo un solo esemplare della
Sardegna, attribuito a C. sicula secondo entrambi i metodi.

CONCLUSIONI

Le analisi dellaformae delle dimensioni mediante i descrittori di Fou-
ner sembrano confermare una loro validita nel campo della tassonomia te-
riologica.l’applicabilita di detti metodi si riferisce sia all’esame di routine
degli esemplari di aree critiche, sia ad una valutazione, siapure prelimina-
re, dell’appartenenza o meno di popolazioni localizzate a taxa di pit vasta
diffusione ovvero a entita e forme endemiche suscettibili di piu approfon-
dito studio sistematico; e tutto cio nell’ottica di un auspicabile approccio
multi- ed intermetodologico nel settore di cui si é trattato.
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Tab.6 - Concordanzadell’analisi morfometrica (righe) con quella deliaforma (colonne)
nellariclassificazione dei campionidi riferimento, per C. leucodon, C.russula, C.
suaveolens e C. cfrsicula: Emilia.

Results agreement of morphometrical v.s shape analysis, with respectto the misclas-
sification ratefor C. leucodon, C. russula, C. suaveolensand C. cfr sicula: Emilia.

LEUCODON SUAVEOLENS  RUSSULA Cfr. SICULA

LEUCODON 8 0 1 2
SUAVEOLENS 0 4 0 0
RUSSULA 0 0 0 0
Cfr. SICULA 0 0 0 0

Tab.7 - Cfr. tab.6: Liguriaoccidentale.
Seetab. 8 WesternLiguria

LEUCODON SUAVEOLENS  RUSSULA Cfr. SICULA

LEUCODON 0 0 0 0
SUAVEOLENS 1 12 0 1
RUSSULA 0 0 0 0
Cfr. SICULA 0 0 0 0

Tab.8 - Cfr. tab. 6: Sardegna.
See tab. 6 Sardinia

LEUCODON SUAVEOLENS  RUSSULA Cfr. SICULA

LEUCODON 0 0 0 0
SUAVEOLENS 0 0 0 0
RUSSULA 4 0 23 1
Cfr.SICULA 0 0 1 1

Tab.9 - Cfr. tab. 6: Sicilia.
See tab. @ Sicily.

LEUCODON SUAVEOLENS  RUSSULA Cfr. SICULA

LEUCODON 0 0 0 0
SUAVEOLENS 0 0 0 9
RUSSULA 0 0 0 5
Cfr. SICULA 2 1 0 21
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Fig. 11- Sicilia,varisiti. X C.sicula, SeC Vesmanis (1976).
Sicily, several sites. X . C .sicula, according to Vesmanis (1976).
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Fig. 12- Cataiabiano (punti) e Vendicari (cerchi).X cfr, Fig. 11.
Catalabiano (spots) and Vendicari (circles). X : see Fig. 11.
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APPENDICE

Si consideri una curva C piana, generalmente regolare, semplice e chiusa e si fissi su
di essa un’ origine O ed un verso di percorrenza . Ad ogni punto P di C si pud far corri-
spondere la lunghezza 1del tratto di curva O, P con segno positivo o negativo a seconda
che lo spostamentoda O a P avvenga nel verso positivo fissato su C o nel verso opposto.
11 parametro 1si chiama ascissa curvilinea ed e possibile rappresentare la curva C con una
funzione di tipo:

y= fc) o< I1<L )

ove L rappresenta la lunghezza di C.

Se i suppone che il generico punto P si muova lungo la curva C e, a partire dall’ ori-
gine, la descriva infinite volte spostandosi nel verso positivo fissato, la funzione (1)divie-
ne una funzione periodica di periodo L.

Consideriamo inoltre, per ogni posizione di P, I’angolot(l) tra la tangente alla curva
e I’asse delle ascisse e sia d(l) la variazione che tale angolo subisce rispetto all’origine:

au =t —t

ovet(0) e I’angolo che la tangente alla curva forma con I’asse delle ascisse nell’origi-
ne 0.

Ad ogni posizione di P, ossia ad ogni valore di |, corrisponde un valore di d(1).

Quindi, effettuando il cambiamento di parametro:

I— d

s’ottiene una nuova rappresentazione di C:

Y =gd) 0<d<-2n
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che non dipende dalla lunghezza L della curva perché la (2) é sempre definita nel-
l'intervallo (O, -2n).
Con la normalizzazione:
t= 2nd
L

si puo ottenere infine la rappresentazione parametrica di C:
y = g(&)+ t= g'(t) 0<t< 2x 2)
2n
che é invariante per traslazioni ,rotazioni e variazioni dei perimetro della curva C,

ossia dipende solo dalla forma di C.
La funzione g’(t) & sviluppabile in serie di Fourier:

oo oo
gt)za, +E_, {a,coskt Tb,sinkt)= ao+k2_' A, cos(kt-B,) (3)
ove le ampiezze A, =Va2+ b? elefasi B, =arctg 8= si dicono

descrittori di Fourier della curva C. ax

In definitiva i descrittori di Fourier possono essere considerati parametri di forma
nel senso che a curve di forma diversa, indipendentemente dalla lunghezza, orientazione
e posizione nei piano, corrispondono sequenze diverse di descrittori di Fourier.

Sesi tronca lo sviluppo in serie (2) dopo un numero finito N di termini, le conside-
razioni precedenti continuano ad essere valide salvo che la ricostruzione della curva sara
tanto piu approssimata per quanto piu piccolo & N.

Sela curva C & approssimata con una poligonale, come accade quando si memoriz-
zano i punti con un digitalizzatore ,i descrittori di Fourier sono espressi dalle seguenti for-

mule: Y
ag=—-m— _Lg_. I Aa,

1
Apn=— o
n nn

Tbag

Aa, sin 27Nk (4)
Y L

M
= 27nnly
b,= —n?g::, Aw, cos i

ove M €' il numero dei vertici della poligonale ,1x e' la lunghezza del k-esimo lato (
a partire dall'origine e nel verso positivo fissato e Ax ¢’ la variazione angolare della dire-
zione nei k-esimo vertice.

Per quanto riguarda il problema di ricostruire una curva della quale siano noti i de-
scrittori di Fourier, mantenendo tutte le notazioni precedenti, vale la seguente formula:

2nd
L M
g(d):g(0)+% fexp [i(~t+t0)+ 2+ A.cos(kt —By)] (5)
0 k=1

ove g(0) rappresenta il punto di partenza nel tracciamento della curvae g(d) (con
d = d(l) ) la posizione del generico punto.

La ricostruzione sara tanto piu precisa quanto pitt M é grande, owero quanti pid ter-
mini dello sviluppo in serie (3) si considerano.
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